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DÉFINTTIONS 

1 Définitions 

1.1 Matrice

One matrice n x p est un tableau à n lignes et p colonnes (ou d'ordre n x p) à coefficients 
u G. Les nombres qui la composent sont les coefficients de la matrice et sont notés aj oui est l'indice de la ligne et j celui de la colonne. Le coefficient a se situe donc à l'intersection de la ieme ligne et de la jème colonne.Cette matrice est notée A = (aij)iei«n,1<j<p 

Exemple:

-1 2 
3 A est une matrice 4 lignes et 3 colonnes. 0 2 -3 
-2 4 

a21=3 est positionné à l'intersection de la 2ème ligne et de la lère colonne.Elle contient3 * 4 = 12 coefficients.

1.2 Matrices particulières

Matrice nulle
Une matrice ne contenant que des 0 est appelée matrice nulle, notée A=[0).
Une matrice est dite carrée si elle contient le même nombre de lignes que de colonnes (ma- trice n x n). 

Une matrice n x l est appelée vecteur colonne.

.Une matrice 1x p est appelée vecteur ligne. 

Matrice identité
On note In, la matrice carrée telle que pour toute matrice A, A* In = In * A = A. 

0 0 
0 1. 0 

In 
( 

0 
0 0 

.Matricediagonale 
Une matrice carrée est dite diagonale si tous les éléments hors de sa diagonale sont nuls, c'est à dire aij = 0 si i # j. 

a 
0 u22 .. 

Dn 

0 ann 
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DÉFINITIONS

Matrice triangulaire
su Une matrice est dite triangulaire inférieure (supérieure) si tous les termes situes auue 

(en dessous) de la diagonale sont nuls. 

Exemples: 

(1 0 0 
=0 1 o 

o 0 1 
est la matrice identité dans R3. 

0 

0 2 0 
0 0-3 

(1 -1 2 

0 14 
0 0 -3 

est une matrice diagonale. 

est une matrice triangulaire supérieure. 

3 0 00 
2 0 0 est une matrice triangulaire inférieure. 

0 -5 1 

est une matrice (ou vecteur) colonne. 

(3 0 1 -2 ) est une matrice (ou vecteur) ligne.

1.3 Egalité de matrices

On dit que deux matrices sont égales si elles ont même nombre de lignes et de colonnes et si 

les termes situés aux même places sont égaux.

SoientA =(4ij) et B = (bij) avec 1sisn, 1sjsp 

A= B V(i, j),aij =bij 

Exemple:
a-1 2 

et B=32 
o d-3 

A= Ba = 4,b= -2,c = 2,d =2 

1.4 Transposée d'une matrice

Pour transposer une matrice, on inverse les lignes et les colonnes. 



DEFINITIONS 

Soit A (aj) aveclsisn,1sjspunematrice,

B tA V(i, j\sisn.lsjspbij =aji 

Remarques: 

Si A est une matrice carrée telle que tA = A alors A est symétrique Si A est une matrice carrée telle que tA = -A alors A est antisymétrique tA+B = lA+ tB 
AA=AtA 
IBA IAlB 

Exemple:

0 A =|0 3 alors' A =2 
1.5 Trace d'une matrice

La trace d'une matrice carrée est la somme des éléments de sa diagonale. 
Soit A = (aii) avec 1 s i.jsnune matrice,

tr(A)= a 
Isisn 

Propriétés: 

tr(tA) = tr(A) 
Ir(A + B) = tr(A) + tr(B)

Exemple

2 5 

7-2 4 
Ir(A) = l+(-1) + 4 = 4 est la trace de la matrice.



2 OPERATIONS ÉLÉMENTAIRES 

2 Opérations élémentaires 
2.1 Somme de matrices

Le peut taire que la somme de matrices de même dimension, à savoir, même nombre
de lignes et même nombre de colonnes. 

Our sommer 2 matrices, on somme les termes situés au même endroit dans chacune des 
matrices. 

Soient A = (ai) et B = (bi) aveclsisn,lsjsp 

A+B (aij +bij)1sisn,1sjsp 

Propriétés: 

Soient A, B et C, trois matrices de même ordre: 

Commutativité A+B=B+A
Associativité A+(B+C)={A+B)+C 
Elément neutre A+(0)=(0)+A=A 

Exemple

4 01 
Soient 2 mnatrices A =| 3 

o 
et B = 3, 1| -1 1 2 

1+4 -1+0 2+1 -1 3 

4-2 6 2 2 
1 3 -1 

A+B = 3+3 1+1 

0-1 2+1 -3+2 

2.2 Multiplication d'une matrice par un réel 

Pour multiplier une matrice A par un réel A, on multiplie chaque terme de la matrice par le réel 
A. On obtient une matrice AA de même dimension. 

Soit A = (aij) avec 1 sisn,lsjsp 

Soit A e R, 

AA = (Aaij)isisn,1sjsp 



2 OPÉRATIONS ÉLÉMENTAIRES 

Exemple:
(1 -1 2 

A=| 3 

-3 -1 1 -2 
3A=93 312-A=|-3 - - (Matrice oppos�e)6 

0 -2 3 

2.3 Produit de matrices

Pour pouvoir multiplier deux matrices, il faut que le nombre de lignes de l'une soit éga au nombre de colonnes de l'autre.

Propriétés: 

Le produit de deux matrices n'est pas commutatif Associativité Ax(BxC)=(AxB)xC 
Distributivité par rapport àl'addition Ax(B+C)=AxB+AxC Element neutre Axl=IxA=A 

ABBA (en général)

Méthode de calcul:
Soient A = (4ik)1sism,1sksn matrice mxn et B = (bxj)1sksn,1sjsp matrice nxp 

AxB => aikbxj)1sisnlsjsp 
lsksn 

Exemple

AB ax*br+Ct ay+ bs + cu A*B= 
dx+er + ft dy+es+ fu ) 

Exemple 1: 

4 

(8) 3) 



OPERATIONS ELÉMENTAIRES 1 

2 ( 47 Car 2 1+12=4 -s 
Car -1* 1+4 *2 7 

7 Car2 *3+1*0=6

Car -1* 3+4 0 -3 

Exemple 2: 

1 3 
1-I 2 0 7 

10 11 

7-11 

2.4 Coordonnées de l'image d'un vecteur

Une matrice permet de représenter une application linéaire d'un espace vers un autre. 

Soit fl'application linéaire de Rs dans R* dont la matrice est: 

a b C1 

Soit ü = (x1,X2, X3) E R, 

Limage de 7, f(ü) a pour coordonnées:i= a1X1 + b12 + C1x3 
y2 = a2 +b2x2 +C2X3 

On peut écrire 

Y Mx 

Pour obtenir l'image d'un vecteurX par une application f, il suffit de multiplier la matrice M(f) 

par le vecteur X. 
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3 INVERSE D'UNE MATRICE CARRÉE

3 Inverse d'une matrice carrée

SOit A une matrice carrée d'ordre n. La matrice A-l, si elle existe, est la matrice inverse de A telle que A* Al = A-A =In. On dit alors que A est inversible. 

Remarques 

.Si A est inversible, alors A est unique Le produit de 2 matrices inversibles est inversible et (AB)= B7'A En pratique, on cherche A telle que A* Al = In 

4 Déterminant d'une matrice carrée
4.1 Calcul du déterminant 

Soit A, une matrice carrée d'ordre n. On va associer à A un nombre noté det(A) ; le détermi-nant de la matrice A. 
Le déterminant d'une matrice se calcule en développant par rapport à une ligne (i) ou une co-lonne (j) àl'aide de l'une des formules suivantes: 

detA = isisn Qi.j Cofi.j ou detA=Lisjsn ai,j Cofi.j 

Cofi.j =(-1)+iM(i,j) avec 

Mi, j) est le déterminant mineur, c'est à dire le déterminant de la matrice obtenue en ôtant la ligne i et la colonne j. 

Définissons tout d'abord le calcul dans les cas n=2 et n=3. 

Matrice carrée d'ordre2 

On pose A =| 
alors det(A) =|b = ad -bc 
Le déterminant correspond à l'aire du parallélogramme formé par les 2 vecteurs (a,b) et (c,d). 

.Matricecarréed'ordre 3 

Nous pouvons utiliser la règle de Sarrus (valable uniquement pour des matrices 3x3).



9 DETERMINANT DUNE MATRICE CARRÉE

Soit A =| b b b 
C C2 C 

b be bs 
alors der(A) = C1 C2 3 a b23-bC2a- C;42b -c;bz43 -a1 C2b - b1 4203 

on recopie L; et L2 

Le determinant correspond au vohume du parallépipëde formé par les 3 vecteurs (41.b1. Ci). 
(a2.b2. Cz) et (a3.b. Cg) 

Matrice carrée d'ordre 4 

1 faut revenir au cas n=3. 

Prenons un exemple

1 2 01 

-1 0 1 0 
A 210 1 

3 1 2 1 

Regle des signes:

On développe le déterminant suivant une ligne ou une colonne de son choix en respectant le 
tableau de signe ci-dessus (qui corespond à (-1 -i dans la formule du déterminant) . 

On cherche si possible une ligne ayant beaucoup de 0. 

On développe ici par rapport à L2. 

-

dece : minrar reiaifi C 4rmi ran: mi neur relaf ai digrminaT! miter raiar:f 2 C Ltrst! miest rtlafi -

Le déterminant mineur relatif à (-1) ou a2 est obtenu en "supprimant" la ligne et la colonne

où se trouve (-1). 

.Matrice carrée d'ordre supérieur n 

I nya pas de méthode simple. On se ramène à des déterminants d'ordren-1 en développant 
suivant une ligne ou une colonne ayant beaucoup de 0 ou bien on peut au préalable faire ap-

paraitre des 0 en manipulant les lignes ou les colonnes. 



5 SYSTÈMES D'EQUATrONS LINÉARES

4.2 Propriétés du déterminant 

Inverser 2 lignes (ou2 colonnes) change le signe du déterminant 
Ajouterà une ligne (ou une colonne) une combinaison linéaire des autres lignes (ou colonnes

ne modiie pas le détemninant. On pourra ainsi faire apparatre des zéros pour simplifier le 
calcul du déterminant. 

Si tous les éléments d'une ligne ou d'une colonne sont nuls alors le déterminant est ul. Le déterminant d'une matrice triangulaire est égal au produit des termes de sa diugonale. det (AB) = det{A).det(B)
.det (A) = det('A)
det (A) =A" det(A) où n est l'ordre de la matrice A 

A est inversible si et seulement si det(A) #0 

Exemples: 

2 

=1a(-4)-2»3= -10 
2 1 

=l*0*2+3*(-3)*(-1)+(-1) +24-(-1)»0*(-1)-4*(-3) * 1 -2*2*3 

5 Systèmes d'équations linéaires 

5.1 Définition 

On appelle système linéaire de n équations à p inconnues tout système de la forme: 

a1X1 + a122 + app 
a21X1 a22 2 + aapp 2 

an1X+ an22 + +anpBp Y 

Les ai Sont les coefficients du système.
La matrice A = (aij) est appelée matrice du système.

Les coefficients y1. y2, ..., Yn Sont les seconds membres.

.Le système est dit triangulaire si la matrice A est triangulaire.

Le systèmeest dit carré si n=p.
Un système carré est dit de Cramer si sa matrice A est inversible. 

5.2 Ecriture matricielle 

Soit A = (aij) la matrice du système.

2 Soient Y =| 
2 

2nds membres) et X = (inconnues) 

n 
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a11 
Le système s'écrit: a21 a2p y2 

anl dnp 
Soit AX = Y. 

.Cas matricecarrée (n=p):

A inversible: Le système est dit de Cramer et il pOssède une solution unlque X = A"Y. 

Anon inversible: généralement, il n'y a pas de solution. 

.Cas matricenon carrée:

Si n>p, il ya plus d'équations que d'inconnues. Le système est sur-déterminé. l ny a 

pas de solution. 

S p>n, il y a plus d'inconnues que d'équations. Le système est sous-détermin�, Il ya 

une infinité de solutions. 

5.3 Méthodes de résolution 

5.3.1 Système de Cramer /O 

Un système carré est dit de Cramer si sa matrice est inversible. 

On a donc une solution unique.

Notons A = det(A) (A #0). 

On détermine Ak, 1sksn,le déterminant de la matrice Ak obtenue en remplaçant la colonne

Ck de A par Y. 

On obtientalors: x = 

Exemple:
2x+3y + 4z = 3 

x y +z = 0 Cherchons à résoudre le systèème suivant:< 
3x 2y + 2 3 

Calculons le déterminant A de la matrice.

2 

det(A)=|1 -1 1=-2-8+9-(-12-4+3) = 12 

3 -2 
Calculons ensuite les déterminants Ak 

3 3 4 

A=01 1=-3-0+9-(-12-6+0) = 24 Soit x==2 
-2 

2 3 4 

Az 1o 1=0+12+9-(0+6+3) = 12 Soit y==1 
3 3 1 
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33 

y=-o-6-5-0-1-9-9-9= -12 %it z== 
2 3 

Ie systeme a donc pour solution y=2. y = 1 et z= -1 

5.3.2 Methode du Pivot de auss 

Par des opérations élénentaires, on transiurne le systene en un systeme diazonai ou triang
Jaire (dans ce cas, on terminera par subetitutisn). 

Opérations élémentaires 

Une opération élémentaire est une opération qui transiorme un syteme en un systëme equ valent (ayant les néne slutions,. Ies opérations suivantes ont des opéretioTs éément2irs 

.Multiplier une éyuztion igpe) par un szalaire non nu 

Ajouter a une équation ligpe, un multiple d'une autre 6zuatisn igne..

LLaL 
changer 2 éyuations liepej.

Eemple:

Reprenons l'esemple prébdent par la méthode du piot: 2 4 
-1 9 

321 3) 

on commerve avet pour pivnt, a valeur situke en position a :. Icice serait le 2 On peut ceper-dant inverer a premiire et la deuzième lizre ofin de travailer ae un pivot de I. Or déoute alors avec e systeme suivaunt: 

3 -2 1 3 

on fait apparaitre de: zbus dan: a vbnne du pivnt en faisantdes opérations entre chague ligre 
et la ligne du pivot. Etz derniere re:te inshangée brs de l'étape.

3L-L : L-2 

-235L: -L 
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(5 0 7 3 (5 0 7 3 LI +7L3 

o5 1 0 0 1 
05 2 3 3 L2 +2L3 

0 0 -12 12 La/12 

5 0 0 10 L/5 
L2/5 

(1 0 0 2 

o 5 0 5 0 1 0 

o o -1 1Lal-1 0 0 1-1 

Le système a donc pour solution x =2, y = 1 etz =-1 

6 Inversion de matrices

6.1 Définition 

Soit A une matrice carrée d'ordre n, la matrice A-, si elle existe (detA# 0), est la matrice in-

verse de A telle que A* Al = Al * A = In 

Une matrice carrée non inversible est dite singulière. 

6.2 Méthodes de résolution 

6.2.1 Méthode du pivot (ou de Jordan)

Soit A une matrice carrée inversible d'ordre n. Pour calculer A, on place A et In dans un ta-

bleau n lignes et 2n colonnes. 

On effectue des opérations élémentaires sur les lignes afin de faire apparaître la matrice In à 

gauche. On obtiendra la matrice inverse A' à droite.

(AI)iA)

Exemple:

Cherchons à inverser la matrice suivante: 

1 3 3 
det(A) = -30 donc la matrice est inversible. 

On commence par écrire cõte à cõte la matrice A et la matrice identité puis on effectue les même 

opérations que pour 
résoudre les systèmes d'équations par la méthode du pivot.

13 3 1 o o) 
2 2 0 0 1 0 

On fait apparaitre des zéros dans la colonne du pivot en jaisantdes opérations entre chaque ligne 

et la ligne du pivot. Cette dernière reste inchangée lors de l'étape.

3 2 6 0 0 1 



N
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N
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12 -12 -2/5 2/5 1/5 
A -12-3 6 2/5 1/10 -1/5 

-2 1/15 -7/30 2/15 

6.2.3 Résolution des systèmes à l'aide de l'inverse 

Si on reprend l'écriture matricielle d'un système, à savoir Y = AX, et que la matrice A est ve 

sible, on peut déterminer le vecteur solution par X = AlY. 

Exemple:

Reprenons la résolution du système d'équation à l'aide de l'inversion de matrice.

23 4 
La matrice du systèmeest: A = | 1 -1 1 

3 -2 1 

On calcule son inverse

(1/12 -9/12 7/12 

A= 1/6 -1 1/6 

1/12 13/12 -5/12

On calcule X = A-lY et on retrouve les résultats précédents. 
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