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1 DEFINITIONS

1 Définitions

1.1 Matrice

% Une matrice n x p
dans R (ou Q). Les nombre
ou i est I'indice de Ia ligne
de laieme ligne etdela jer
Cette matrice est notée A

' ients
est un tableau a n lignes et p colonnes (ou d’or drc.rz X p) axf?fxi)ﬁt(és .
$ qui la composent sont les coefficients de la matrice et so J

i i i tion
et j celui de la colonne. Le coefficient ayj se situe donc a l'intersec
ne colonne,

= (aij)l<l'<n,l<j<p

Exemple :
_— T

a1 = 3 est position

-2 4 0

a 2eme ligne et de la 1ére colonne.
Elle contient3 x 4 = 12 coefficients.

1.2 Matrices particulieres

Matrice nulle

Une matrice ne contenant que des 0 est appelée matrice nulle, notée A=(0).

Une matrice nx 1 est appelée vecteur colonne,

Une matrice 1 x p est appelée vecteur ligne.

Matrice identité
On note I, la matrice carrée telle que pour toute matrice A, A % In=I,xA=4.
10 0
01 0
W=l : 0
00 1
Matrice diagonale N _
Une matrice carrée est dite diagonale si tous les €éléments hors de sg diagonale sont nuls,
c'estadire a;j =0sii# j.
ar 0 0
0 ap 0
Dn = : 0
0 0 Ann



; DEFINITIONS

» Matrice triangulaire
Une matrice est dite triangulaire inférieure (supérieure) si tous
(en dessous) de la diagonale sont nuls.

les termes situés au-dessus

’! Exemples :
1 00
L=| 0 1 0 | estlamatriceidentitédansR>.
0 01
1 0 0
0 2 0 |estunematricediagonale.
0 0 -3
1 -1 2
0 1 4 |estunematrice triangulaire supérieure.
0 0 -3
3 0 0
2 0 0 | estunematrice triangulaire inférieure.
0 51
3
2 | est une matrice (ou vecteur) colonne.
1
(3 0 1 -2) estunematrice (ou vecteur) ligne.

1.3 Egalité de matrices

On dit que deux matrices sont égales si elles ont méme nombre de lignes et de colonnes et si

les termes situés aux méme places sont égaux.

Soient A = (a;j) et B = (b;j) avecl<i<snl<j<p

A=B<=>V(i,j),aij=bij

Exemple :

a -1 2 4 -1 ¢
Soient A= 3 1 b |etB= 3 1 -2

0 2 -3 0 d -3
A=B©a=4,b=—2,c=2,d:2

1.4 Transposée d'une matrice

Pour transposer une matrice, on inverse les lignes et les colonnes.



I DEFINITIONS

SOILA = (a;)) avec 1 < j < n, 1< j< pune matrice,

B=1) = Vi, i<icn< ‘spbij =aji

Remarques :
\

SiA est une matrice ¢

arrée telle que r,4 =
* SiAestune

A alors A est symétrique
Mmatrice carrée telle

que 14 = - A alors A est antisymétrique
® r/Hlj=l,1+![;
* aa= Aty
. (BA:IAIB
Exemple :
v
1 0
I 2 5
A= Ly - _
(0 1 3)alorsA 2 -
5 3

1.5 Trace d’'une matrice

La trace d’une matrice carrée est la somme des ¢léments de sa diagonale.
Soit A = (aij) avec 1 < I, j = nune matrice,

triA)y= Y ay

I<i<n

Propriétés :

e Ir(ty) =1tr(A)
* Ir(A+B)=1tr(A)+tr(B)

Exemple :
1 2 5
A=]10 -1 3
7 -2 4

IT(A) =1+ (=1)+4 =4 est la trace de la matrice.




2 OPERATIONS ELEMENTAIRES

2 Opérationg €lémentaires

2.1 Somme de Mmatrices

S 3 " Onne

A peut faire que la somme de matrices de méme dimension, 4 savoir, méme nombre
e lignes

et méme nombre de colonnes.

Pour sommer 2 matrices, on somme les termes situés au méme endroit dans chacune des
matrices.

SoientA:(a,-j)eth(b;j) avecl<isnls<j<p

A+B=(aij+bij)i<isni<j<p

Propriétés :

Soient A, B et C, trois matrices de meéme ordre :
e Commutativité A+B=B+A
* Associativité A+(B+C)=(A+B)+C
 Elément neutre A+(0)=(0)+A=A

Exemple :

1 -1 2 4 0 1
Soient2 matricesA=| 3 1 4 |etB=| 3 1 -2
0 2 -3 1

1+4 -1+0 2+1 5 -1 3
A+B=|3+3 1+1 4-2 |=[ 6 2 2
0-1 2+1 -3+2 -1 3 -1

2.2 Multiplication d’'une matrice par un réel

Pour multiplier une matrice A par un réel A, on multiplie chaque terme de la matrice par le réel
A. On obtient une matrice 1A de méme dimension.

Soit A=(a;j)avecl<isn,l<j<p
Soit Le R,

AA=Aaij<isn1<j<



[§N]

OPERATIONS ELEMENTAIRES

Exemple :
-

-3 6 -1 1 -2
34=19 3 12 el-A=| -3 -1 -4 (Matrice opposée)
0 C 0 -2 3

2.3 Produit de matrices

55 . o b ol { ' it égal
= Pour pouvoir multiplier deux matrices, il faut que le nombre de lignes de I'une soit ég
aunombre de colonnes de I'autre.

Propriétés :
— TS

* Le produit de deux matrices n’est pas commutatif Q AB#BA (en général)
* Associativité AX(BxC)=(AxB)xC

Distributivité parrapportal’

addition AX(B+C)=AxB+AxC
* Element neutre AXI=IxA=A

Méthode de calcul :

Soient A = (@ik)1<i<m,1<k<, Matrice mxn etB= (bkj)lsks,,,lsjsp matrice nxp

AxB = ( Z aikbkj)lsi<n Isjs

l<k=n

Exemple :

N
]
—_——
QU Q
QT
~ 0

ax+br+ct ay+bs+cu)
A*Bz(dx+er+ff dy+es+fu

* Exemplel:
2 —1)

(1 4
1 2 4 7)
(3 0) 6 -3



OPERATIONS ELEMENTAIRES 7

Hi
e
n 7 ) Car2x1+1%2=1

30 6 -3

4 Car—1x1+4%x2=7
30 6 -3

2—1
1| 4

1 2 4 7 ) Car2%3+1%x0=6
13 0

21-1
1] 4
12 4 7 \ Car-1%3+4%0=-3
.
& Exemple2:

2.4 Coordonnées de I'image d’'un vecteur

Une matrice permet de représenter une application linéaire d’'un espace vers un autre.
Soit f 'application linéaire de R* dans ®* dont la matrice est:

(a b a
M(ﬂ—(dl el fl)

Soit it = (x1, X2, x3) €ER,

y1=a1x1+bixa+c1x3

i u, f(u données :
L’image de i, f (&) a pour coor Y2 = a1 + b + Ca 3

On peut écrire

b M
yl):(al 1 CI)* X2 <=>Y:MX
¥z d e h B
Pour obtenir 'image d’un vecteur X par une application f, il suffit de multiplier la matrice M(f)
par le vecteur X.



3 INVERSE D'UNE MATRICE CARREE

3 Inverse d’'une matrice carrée

Soit A une matrice carrée d’ordre n. La matrice A7, si elle existe, est la matrice inverse de A
telleque Ax A1 = A-1, o= In. On dit alors que A est inversible.

Remarques :
—_—_%s

* SiAestinversible, alors A~! est unique

* Le produit de 2 matrices inversibles est inversible et (AB)~! = B~14-1
* En pratique, on cherche A~! telle que Ax A"l =,

4 Déterminant d’'une matrice carrée

4.1 Calcul du déterminant

Soit A, une matrice carrée d’ordre n. On va associer a A un nombre noté de t(A); le détermi-
nant de la matrice A.

Le déterminant d’une matrice se calcule

en développant par rapport a une ligne (i) ou une co-
lonne (j) ar

aide de 'une des formules suivantes :

- teo Locvedt
278 o —
( <

detA=3_;_, ai,jCof;, ou detA:szS'laixfcofivf

avec  Cofy,j=(-D"*IM(, j)

M(i, j) estle déterminant mineur,

c’est a dire le déterminant de la matrice obtenue en 6tant la
ligne i etla colonne j.

Définissons tout d’abord le calcul dans les cas n=2 et n=3,

e Matrice carrée d’ordre 2

P
On pose A = b d

alors det(A) = l Z 2 =ad - bc

Le déterminant correspond a I'aire du parallélogramme formé par les 2 vecteurs (a,b) et (c,d).

e Matrice carrée d’ordre 3

Nous pouvons utiliser la régle de Sarrus (valable uniquement pour des matrices 3x3).



J
a a ay
by b by,
dosderidi= o ¢ o =a1byc3 - 102G - € G bn — 1 bp a3 — a1 G b3 — b1 G
a4 @ as
by b b

Le déterminant correspond zu volume du parzllépipéde formé par les 3 vecteurs (4y,b1, €1l
(G2.b2. ) et (a3,bs, cs).

* Matrice carrée d ordre 4

1l faut revenir au cas n=3.

Prenons un exemple :
1 201
-1 010

A=l 2 101
3 121

© Regledessignes:

On développe le déterminant suivant une ligne ou une colonne de son choix en respectant le
tableau de signe ci-dessus (qui corespond 2 (—1)°~/ dans la formule du déterminant) .

On cherche si possible une ligne ayant beaucoup de 0.

On développe ici par rapport a L.

Le déterminant mineur relatif 2 (~1) ou az; est obtenu en "supprimant” la ligne et la colonne
ol se rouve (—1).

« Martrice carrée d'ordre supérieur n

1l n'y a pas de méthode simple. On se raméne a des déterminants d’ordre n-1 en développant
suivant une ligne ou une colonne ayant beaucoup de 0 ou bien on peut au préalable faire ap-
paraitre des 0 en manipulant les lignes ou les colonnes.



5 SYSTEMES D'EQUATIONS LINEAIRES

4.2 Propriétés du déterminant

h?verscr 2 lignes (ou 2 colonnes) change le signe du déterminant.
Ajouter dune ligne (ou une colonne) une combinaison lindaire des autres lignes (ou colonnes)
ne modifie pas le déterminant. On pourra ainst faire apparaitre des zéros pour simplifier le
calcul du déterminant.

L tous les eléments d'une ligne ou d'une colonne sont nuls alors le déterminant est nul,

Le déterminant d'une matrice triangulaire est ¢gal au produit des termes de sa dingonale.
* det (AB) = det(A).det(B)

« det (A) =det(*a)
det (.l.:\) =A" det(A) ol n est I'ordre de la matrice A
A estinversible si et seulement si det(A) # 0

Exemples :

11 2

|3 _g |=1*(—4)—2*3=-10

1 2

I 31 03 j I=1*0*2+3*(—3)*(—1)+(—1)*2*4-(—1)*0*(—1)—4»«(—3)*1~2*z»«3-,;|

<

5 Systeémes d’équations linéaires
5.1 Définition

On appelle systéme linéaire de n équations a p inconnues tout systéme de la forme :

11X S Qoo LRSS QpXp = N
Qo3 X1 L (197 o e QpXp = Yo
anlxl + angxz S oD + a"pxP = J’"

Les a;; sont les coefficients du systeme.

La matrice A = (a;;) est appelée matrice du systéme.

Les coefficients yy, y», ..., yn sont les seconds membres.

Le systéme est dit triangulaire si la matrice A est triangulaire.

* Le systéme est dit carré si n=p.

 Un systéme carré est dit de Cramer si sa matrice A est inversible.

5.2 Ecriture matricielle

Soit A = (a;;) la matrice du systéme.
N By

¥2 X2

Soient Y = (2nds membres) et X = (inconnues)

¥n Xn



SYSTEMES D’EQua i
p EQUATIONS LiNEAIREs !

an a X )z
Le systeme s'écrit: | 421 azp Xy V2
an

Anp Xn Y
Soit AX =Y.

+ Cas matrice carrée (n=p)

. o ' \ ‘ '
* Alinversible: Le systéme est dit de Cramer et il posstde une solution unlque X AY.
* Anoninversible : généralement, il n'y a pas de solution.

 Cas matrice non carrée :

* Sin>p, ily a plus d'équations que d’'inconnues. Le systéme esl sur-déterminé, 1 n'y a
pas de solution.

* Sip>n, ily a plus d’inconnues que d’équations. Le systeme cst sous-déterminé. 11y 4
une infinité de solutions.

5.3 Méthodes de résolution

5.3.1 Systéme de Cramer 7
Un systéme carré est dit de Cramer si sa matrice est inversible.

On a donc une solution unique.

Notons A =det(A) (A #0).

On détermine Ay, 1 < k < n, le déterminant de la matrice A obtenue en remplagant la colonne
Cyde AparY.

" A
On obtient alors : xi = o

Exemple :
2x + 3y + 4z = 3
Cherchons a résoudre le systéme suivant:{ x - Yy + 2 = 0
3x — 2y + z =3

Calculons le déterminant A de la matrice.

2 3 4
det(A)=|1 -1 1 ‘=—2—8+9—(—12—4+3)=12
3 -21
Calculons ensuite les déterminants A
3 3 4 Al
A=|0 -1 1 ‘=—3—0+9—(—12—6+O)=24Soitx=-A—=2
3 -2 1

A
\=0+12+9—(0+6+3):IZSoity:—z—_—1

AZ: A

W - N
W o w
— S
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A‘;: ] “) 0
3 -2 3

Le systeme a done pour solution - 2, y=laz=~1]

‘2’53

".
=~ ;~‘)"‘ 0- "“”"()“lj/: —jZf/,j';Z:‘_"‘:"

5.3.2 Méthode dy Pivot de Gauss

j i B ol o Aioco O tTicci
Par des opérations €lementaires, o trznsforme le systéme en un systéme
Jaire (dans ce cas, on terminers par substitution),

Opérations Elémentises,

Une opération éementzire “Sl une uplration qui transforme un system
valent (ayant Jes mi e wlutions,, L Upérati

= " .
% AT Tt ee cret Ao rario

130185 Sufvantes wont des o
37

v.

* Multiplier une equztion Jigne, par ug

7 un wezlzire 5

L, —ul,

i - 2 s eyt i revisleinde A%l . z Z 15
* AJouter 3 une Lqustion, ligne, un multiple d'une zutre équztion Tigne

s ZaiZ .
= 4

L —1 al

. fx,han;;‘:r 2 équation:, Jigne

T

Exemple :

Feprenons lezemple précédent par la métide du pive: -
2 % 4 3
1 -1 109

-

3 =2 1 3

On commence avec pour pivos, la valzur situge on position a; - . Ici ce serait [ 2. On
dant inverser lu premizre et lo deyzizme lignz afin dz travailler

fLDell Ceperi-

arec un pivoide [. Or: débuze alors
aver le systerne suivgnt :

1 -1 10

2 3 4 %

3 =21 3

On fait apparaitre de: 22ros dans o colonne du pis

pivoten faisant des ope
et la ligne du pives. Cettz derpizre recte inthangéz lors de ['étape.

Y

- . T I'e =7 -
] -] 1 63 i’ 1 -1 i U | AL — Lo
| {
Sl o 4 ) | o = %
Z 7 ’7 ) ’ 14’/—'41," ; J 2> 2 S :
| .. -7 s 1 2 2 } = P
V% -2 Y 3 ) L,-ZL 31 =2 3/ 3



' INVERSION DE MATRICES ‘
13

50 7 3

05 2 3 50 7 3 Li+7Ly
00 -12 12 05 2 3 Ly+2L:
L3/12 -2 )

00 1

(5) g 0 100 Lis 100 2

- o3 La/5 010 1

-1l Lal-1 001 -1

Le systéme a donc pour solutionx=2,y=1etz=-1

6 Inversion de matrices

6.1 Définition

Soit A une matrice carrée d’ordre n, la matrice A~
verse de Atelleque Ax Al = A"t x A=1In

1 si elle existe (detA# 0), est la matrice in-

Une matrice carrée non inversible est dite singuliére.

6.2 Meéthodes de résolution

6.2.1 Méthode du pivot (ou de Jordan)

e d’ordre n. Pour calculer A~l onplaceAet Iy dans un ta-

Soit A une matrice carrée inversibl

bleau n lignes et 2n colonnes.
On effectue des opérations glémentaires sur les lignes afin de faire apparaitre la matrice I &
inverse A~! a droite.

gauche. On obtiendra la matrice

Exemple :
LA
Cherchons a inverserla matrice suivante:
1 3 3
A=2 20 det(A) =-30doncla matrice est inversible.
3 2 6
On commence par écrire cote a cote la matrice A et la matrice identité puis on effectue les méme
opérations que pour résoudre les systemes d'équations par la méthode du pivot.
33100
2 20 010
3 2 6 0 01

zéros dans la colonne du pivot en faisant des opérations entre chaque ligne

On fait apparaitre des
et la ligne du pivot. Cette derniere reste inchangée lors de l'étape.

[ S ——



b INVERSION DE MATRICES

14

-
133100 1 3 3 1 00) 4L+3L .
(720010) L,-2L, 0[4 -6 -210 )
32600 1 Ly-3L, 0 -7 -3 -3 01 TLy—4L;
4 0 -6 -2 3 5L~ Ls 20 0 0 -8 8 4 Ly/20
(” 621 o0 ) 5Ly~ L4 0 -20 0 -8 -2 4 Lo/ =20
L0 0 [-30] -2 -7 4 0 0 -30 -2 7 -4/ L3/-30

010 2/5 1/10 -1/5

(] 00 -2/15 25 1/5
0 01 1715 -7/39 2/15)

' =-2/5 2/5 1/5
La matrice inverse A~ est done 4~ = 2/5 1/10 -1/5

1715 -7/30 2/15

6.2.2 Méthode des déterminants

S0it A une matrice carrée inversible d’ordre n.

t

Al= Tora Adi()

Avec Adj(A) : matrice adjointe ou co-matrice de A ou matrice des cofacteurs
Exemple :

Reprenons U'exemple précédent par la méthode des déterminants -

1 3 3
A:(Z 2 O) det(A) = 30 donc la matrice est inversible.
'3 2 6
On calcule ensuite la matrice adjointe (Attention a ne pas oublier la régle des signes).
;2 Ol"20I+|22|
'z sl 136 3 2 12 =15 3
33 1 3 1 3 _
a1 L 2 =| -12 -3
Adj(A) = 1426 "‘3 6[ |32| (—s ) _’4)
§33[-|13l+|13|
20l 120 2 2

On calcule ensuite la transposée de cette matrice.

12 -12 -6
'AdjlAy=| =12 -3 6
-2 7 -4

(n divise ensuite par le déterminant.
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L1 _1i22 -12 -6 ~2/5 2/5 15
=730 -3 6 |=| 2/5 1/10 —1/5)

-2 7 -4 1/15 -7/30 2/15

6.2.3 Résolution des systemes 2 I'aide de I'inverse

Si on reprend I'écriture matricielle d'un systéme,  savoir ¥ = AX, etquela matrice A est inver-
sible, on peut déterminer le vecteur solution par X = A7'Y.

Exemple :

Reprenons la résolution du systéme d’équation a l'aide de l'inversion de matrice.
2 3 4

La matrice du systemeest:A=| 1 -1 1

3 -2 1
On calcule son inverse

Al=] 1/6 -1 1/6
1/12 13/12 -5/12

On calcule X = A™Y et on retrouve les résultats précédents.

1/12 -9/12 7/12 )
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