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Théoréme : Soit fune fonction numérique admettant des dérivées continues jusqu'a l'ordre n sur [a, b] et
derivable a I'ordre (n+ 1) sur Ja , bJ.
Alors il existe un réel ¢ € ]a , b tel que :

(b—a)? (h—u)3 (h*u)n (b—ﬂ)n+l

f(b) = f(a) + (b-a)f '(a) + £0) + ——— MY, b e 18] )+ ——— £12H] )

<
2% 3! n! (n+1)!

En posant b = x et en considérant le cas ot a = 0. on obtient H

@ n n+l

>2 X
f(x) = f{0) +x£'(0) + = £(0) + — £™(0) + . . . + — 0y + ——£["*1(gx), ou O est un réel de 10;11.

2! 3! DIt Aoy (n+1)!
Exemple : '

3 4
X X
1- Montrer qu'il existe un réel 0 10:1[ tel que pour tout réel x : sin(x) = x - = ar T sin( O x).
ol
2- En déduire que pour tout réel x : sin(x) —(x ——)[< BT
x3 x4

On peut donc considérer que sin(x) peut étre approché par x - 8 et l'erreur commise est inférieure a =

-Développements limités-

Définition : Si f est une fonction définie au voisinage de 0, on dit que f admet un développement limité a
I'ordre n en 0 ( DLn(0)) s'il existe un polyndme P, de degré n ( appelé partie réguliére du DL ) tel que :

f(x) = Pu(x) + x"&(x) avec limg(x) = 0.
U Bancs x—0

Propriétés :

Pour tout entier n on a : Py(0) = £(0).

Si fadmet un DL,(0) avec n 21 alors f est dérivable en 0.
Si f admet un DL(0) alors celui-ci est unique.

Le polynéme P; a la méme parité que f.

Si f admet un DL,(0) alors elle admet un DL,(0) pour tout P <n.
d

ondae oy

vl = excl

<

Théoréme : Si f une fonction admettant des dérivées continues jusqu'a 'ordre n sur [a, b]_et dérivable a l'ordre
(n+1)surJa, b[ alors Si fadmet un DL d'ordre n au voisinage de ( : i
Xz X3 " xn [n]
f(x) = f(0) +x£'(0) + E1 £"(0) + ?!f O +...+ Ff (0)+x"e(x) avec lime((;() =0.
X—




-Développement limités usuels-

AexYP =ldaxs a(o — l)xz L oa(a — l)(a—2)x3 .
2! 3!
3 ata—1).(a-n+1)

n!

x" + x"e(x)

=l-x4+x?—xd .+ D" 4 x"e(x)
I+ x
1
n =l4+x+x?+x3 42"+ x"e(x)
T
-2 3 ]
R S el O (=12 e x"e(x)
2 3 n

2 "
X X
et =14 x4+ —+4 .+ +1"gx)
2! n!
2

4 2n
X X X
cosx =1-——4+"—+ (=)' — 4 x2(x)

QU Al (2n)!
. 2 X3 x2m+
SINX =X —— 4+ — 4 .+ (=1)'—— 4 y2n+l
=% TIR) (-1 2n D) + x*"te(x)
Théoréme : Somme et produit on doitF aller jusqu'a ["ordee %U‘Vﬁé‘:frm’ ad
Soient f et g admettant des DL, (0) de parties réguliéres respectives Ps et Pg. norbre de Fevimes

1. Lasomme f+ g admet un DL, (0) de partie réguliére Ps +P,.

2. Le produit f x g admet un DL, (0) dont la partie réguliére s'obtient en effectuant le produit Pr x Pg et en
ne gardant que les termes de degré inférieur ou égal a n.

Pa
Exemple : Déterminer le sz'(O)—de X > e*xl+x.

Théoréme : Quotient
Soient f et g admettant des DL, (0) avec g(0) # 0.

Le quotient — admet un DL;(0) dont la partie réguliere s'obtient par division suivant les puissances croissantes

de Prpar Pgal'ordren.

Exemple : Déterminer le DL3(0) de x > tanx.

Théoréme : Composition . )
Si f posséde un DL, (0) avec f(0) = 0 et si g possede un DL, (0) alors go f posséde un DL, (0) dont la partie
réguliére s'obtient en considérant Pgo Pret en ne gardant que les termes de degré inférieur ou égal an.

Exemple : Déterminer le DL3(0) de x > ™™,

Théoréme : Dérivation et intégration d'un DL.
Si f posséde un DL, (0) de partie réguliére Pr.
1. Sif'admet un DLn.1 (0) alors Per= (Pr)".
2. Toute primitive F de f admet un DLx+1(0);
La partie réguliére P s'obtient en intégrant Pr avec Pr (0) = F(0).

ple : D¢ i DL3 (0) de x > aretan(x).
Exemple : Déterminer le i
Aen(44 >0\



~Méthodes d'intégration-

sur [a;b] & dérivées continues sur

1- Intégration par parties
[a;b].

Théoréme : Soient u et v deux fonctions dérivables

b b b
fu'(Ov(Ddt =[u(v(t)]a - Ju®v'(Odt

a . a

* Démonstration

Méthode :
e On essaie d'utiliser une intégration par parties lorsqu'on ne p
e Dans tous les cas, on peut recourir a la méthode suivante : la

eut trouver directement des primitives.
méthodes des ALPES.

A LoE

arcsin | In | polynomes
arccos | log

arctan

Principe :
Pour appliquer la formule ci-dessus, on choisit comme fonction v le premier type
lorsqu'on lit ALPES .

de fonctions rencontré

bis

2 A .
Exemple : Pour calculer [xsinxdx , on doit intégrer le produit d'une fonction polynoéme (P) par la fonction
0
sinus ( S). La premiere lettre rencontrée dans ALPES étant le P, on pose v(X) =X et u'(x) = sin(x).

e
Exemple : Calculer [ = [xIn(x)dx .
1

2-Changement de variable
On considere des fonctions intégrables sur un intervalle [a ; b].

Théoreme : Soient o et P deux réels, @ étant un fonction bijective, continiment dérivable sur [ o ;[ ] et f une
fonction continue sur [a ; b ] avec e(a)=aet @(B)=b.Ona: :

b §
[f(x)dx = [f(@(t)p'(t)dt.
a o

1
Exemple : Calculer I = [+/1—x2dx a l'aide du changement de variable x = sin(t).
0
Ici, on prend @ (t) = sin(t).
Ici a=0etb = 1, on cherche les valeurs de t telles que :
e sin(t)=0soitt=0,onprend & =0

e sin(t)=1soitt= -Tzi,on prend B = 125

- . . B 2 e n
@ est une fonction bijective, continiment dérivable sur [0 ; Zlet o'(t) =
> ¢ '(t) = cos(t)

Méthode :
e Penser a changer les bornes de l'intégrale

e Exprimer X sous la forme @ (t) pui
) > puis remplacer d '
e Simplifier et calculer l'intégrale. # s
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