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Le plan est muni d'un repeére orthonormé direct (O, ii, V) appelé plan complexe.
Définition 0.1 (Repere orthonormé direct). Un repére orthonormé (O, i, V) est dit direct si, et seulement si

N T
(a,v) = E[Zn]' 0.1)

M(z)

1. Sur le site lelivrescolaire.fr, MATHS EXPERTES est un excellent manuel numérique consultable gratuitement.
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1 Du plan complexe aux nombres complexes

1.1 Affixe et nombre complexe

On associe au point V de coordonnées (0, 1) un nombre imaginaire noté i tel que i> = —1. Ce nombre est appelé
affixe du point V. En utilisant la régle du parallélogramme, le point M(z) est défini par I'identité

OM(z) = xOU + yOV. (1.1)

=4

0 "

Définition 1.1 (Affixe d'un point dans le plan complexe). On appelle affixe de M(z) de coordonnées (x, y) dans le
plan complexe, le nombre complexe
z=x+iy, i°=-1. (1.2)

Le nombre réel x est appelé partie réelle de z et le nombre réel y est appelé partie imaginaire de z. On appelle I'axe
des abscisses |'axe des réels (x) et 'axe des ordonnées, I"axe des imaginaires purs (iy).

Définition 1.2 (Ensemble des nombres complexes). On définit’ensemble C des nombres complexes comme étant
I’ensemble de tous les nombres qui peuvent étre obtenus par multiplication et somme a partir des nombres réels
et du nombre imaginaire i. Plus précisément, cet ensemble est défini par

C:= {z::x+iy, (x,y)E[Rz}. (1.3)

Le nombre imaginaire i est assujetti aux mémes regles de calcul qu'un nombre réel; par conséquent on obtient
les opérations de somme et de multiplication des nombres complexes suivantes.

Proposition 1.1 (Somme et multiplication sur C). pour tous (a, b) € R? et (x, y) € R?

(a+ib)+(x+iy)=(a+x)+i(b+y); (1.4)
(a+ib)(x+1iy)=(ax—by)+ilay+ bx). (1.5)
Démonstration. Exercice. O

Proposition 1.2 (Vecteurs et afﬁxes) Sozent M(z;) et M(zp) deux points dans le plan complexe d’affixes z1 et z;.

Pour tout A € R, le vecteur OM(zl) + AOM(zz) a pour affixe z1 + Azp. En particulier, M(zl)M(zz) a pour affixe zy — z;.
On dit que l'application qui associe son affixe a un vecteur du plan complexe est linéaire.

Démonstration. Exercice. O
Proposition 1.3 (Egalité de deux nombres complexes). Soient (a,b) € R? et (x,y) €R?>. Ona

a+ib=x+iy<—=(a=x, b=y). (1.6)
Démonstration. Exercice. m]
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1.2 Motivation : racines de polyndmes
On considere le polynome du second degré a coefficients réels
P=aX*+bX+c, a0 beR ceR. (1.7)

Ecrivons I'expression de ce polyndme sous forme canonique:

b
P:a(X2+ZX+§) (1.8)
b\ b ¢
=a|[xrgz) - iz vl
b\2 AP
—a[(x-i'g) ——4a2 ;
A(P) := b? - 4ac le discriminent du polynéme P (1.9

Concernant | existence de racines réels pour P, il y a exactement deux cas.

1. 1ercas. Si A(P) =0, on a deux racines :

-b—- vAP) -b+ VAP)
Xji=———m, Xp:= T

2a (1.10)

Notons que si A(P) =0, on a une racine double.

2. 2eéme cas. Si A(P) <0, il n'y a pas de racines réelles.

Comme R c C, P est aussi un polynome a coefficients complexes et donc , ses racines réelles sont aussi des racines
complexes. On rappelle que le nombre de racines d'un polynome n’excede pas son degré. Si on voit P comme un
polynoéme a coefficients complexes, alors P a toujours toutes ses racines dans C. En effet, si A(P) <0,ona

—b—iIAD)] —b+iVIADP)]
Zyi=——— Y Zp=—— Y2

: 1.11
2a 2a ( )

Cette constatation est un cas particulier d'un résultat plus général appelé théoreme fondamental de I'algebre et
énoncé dans le théoreme suivant.

Théoreéme 1.1 (D’Alembert-Gauss). Tout polyndéme non constant, a coefficients complexes, admet au moins une
racine complexe.

On dit que 'ensemble des polyndmes a coefficients complexes est algébriquement clos. Plus précisément, tout
polyndéme Q degré n = 1 a coefficients complexes est un produit de polynémes du premier degré a coefficients
complexes :

Q=an[[Z-2z) (1.12)

i=1

avec ay le coefficient dominant de Q et z,..., z,; les n racines complexes de Q.

2 Forme algébrique d’'un nombre complexe et conjugaison

Définition 2.1 (Forme algébrique). Soit z € C. On appelle forme algébrique de z son expression sous la forme x+iy
avec (x, y) € R?.

Définition 2.2 (Conjugué d'un nombre complexe). Soit z := x + iy avec (x,y) € R%. On appelle conjugué de z le
nombre complexe z := x — iy : c’est I'affixe du symétrique de M(z) par rapport a 'axe des réels et parallelement a
’axe des imaginaires purs.
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Tt
A .
z=x+i
V- : Y
r/
o
o\e x > Re
N
—y ______ I_ I
=x—1y

Proposition 2.1 (Propriétés de la conjugaison complexe). Soient (z1,2») € C> etA€R. Ona
— Involution. z:1 =2z.
— Linéarité. z; + Azy = z21 + A\Z5.
— Multiplicativité. Pour tout (n, m) € N?, W =z1"z"
z _z

— Quotient. si zy # 0, pour tout (n, m) eN?, T

Z1 +Zl Z1 Z]

— Parties réelle et imaginaire. Siz, = x+ iy, alors X= ety=
— Caractérisation. z) = z) < z) = 2. En particulier, z; (—: R si, etseulement si, 21 = z1; et z1 € C si, et seulement
Si, Z1 = —Z_l.

Démonstration. Exercice. O

2.1 Module d'un nombre complexe

Définition 2.3 (Module d'un nombre complexe). Soit z:= x+iy avec (x,y) € R2. On appelle module de z le nombre

réel positif
|zl := Vzz = \/x% + y2. 2.1

Im(z) al

5 Longueur OM :
; module de z

, — Angle orienté (OI : OM) :
O I 2 Re(z) 4 argument de z

Proposition 2.2 (Distance euclidienne et module). Lapplication z € C — |z| est la version avec les affixes de la
norme euclidienne standard dans le plan complexe :

121 = IOM(2)]| = /22 + 2. 2.2)

En particulier, pour tout (z1, z2) € C?, ona
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— Homogénéité. |z, 23| = |z1| - | z2].

— Inégalité triangulaire. |z, + 2| < |z1| + | z2].

— Seconde inégalité triangulaire. ||z1| — |z2|| < |21 — z2].
— Séparation. |z) — 2| == z1 = 2.

Démonstration. Exercice. O
Proposition 2.3 (Forme algébrique de 'inverse). Soit z € C— {0} sous forme algébrique : z = x + iy avec (x, y) € R2.

Ona
1 X ¥y

- = - . 2.3
z x*+y? x2+yzl (@3)

Démonstration. Exercice. m|

2.2 Orthogonalité et colinéarité

Proposition 2.4 (Produit scalaire et déterminant). SoientA etB deux points du plan complexe d affixes z et zg. on
a

_

zpzB = (XxaXB + yaYB) + i(yaxB — XaYB) = (OA,OB) — idet(OA, OB). (2.4)
En particulier,
— sizazg € iR, alors les vecteurs OA et OB sont orthogonaux;

— sizazg € R, alors les vecteurs OA et OB sont colinéaires.

Démonstration. Exercice. O

B
v [ VB~ Va

Y
A A }{B— KA

XA XB

3 Forme trigonométrique d'un nombre complexe et argument

Définition 3.1 (Forme trigonométrique d'un nombre complexe). Soit z:= x + iy avec (x, y) € R?> un nombre com-
plexe non nul (x # 0 ou y # 0). Il existe o €] — t, 7] tel que

cos(a) = \/%yz’ sin(a) = \/%yz 3.1
On appelle forme trigonométrique !’ expression de z suivante :
z=12](cos(@ + isin(c0). (3.2)
Arg(z) := a est appelé I'argument principal et tout autre argument satisfait
arg(z) = Arg(z)[2n]. (3.3)

En particulier, on n’a clairement pas unicité de la forme trigonométrique.
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Proposition 3.1 (Propriétés de I'argument principal). Soient (z1,z,) € C? tel que z, # 0 et z, # 0.
— Produit et puissance. Pour tout n € 7, Arg(z,z;') = Arg(z;) + nArg(zy).
— Caractérisation. z) = zp <= |z1| =|z2|, Arg(z)) = Arg(z,). Autrement dit, deux nombres complexes
sont égaux si, et seulement si, ils ont le méme module et le méme argument d 2n pres.

Démonstration. Exercice. m|

Proposition 3.2 (Argument principal, orthogonalité et colinéarité). Soient A et B deux points du plan complexe
d’affixes zp et zg. on a
Arg(zpzp) = Arg(za) — Arg(zp). (3.4)

En particulier,
— SiArg(zazp) = g[n], alors les vecteurs OA et OB sont orthogonaux;

— siArg(zazg) = 0[m], alors les vecteurs (_)A et (_)B sont colinéaires.

Démonstration. Exercice. m]

4 Forme exponentielle d'un nombre complexe

Définition 4.1 (Exponentielle complexe et forme exponentielle). Pour tout réel a, on définit I'exponentielle imagi-
naire (ou exponentielle complexe) de a par

' := cos(a) + i sin(a). (4.1)
De plus, par définition et les formules d’'addition, on a
V(a,p) eR?, P = i Bl 4.2)
En particulier, d’apres la forme trigonométrique, tout nombre complexe non nul z vérifie

z .
L piArg(2) 4.3)
|z|

Quant 2 0, pour tout a € R, 0 = 0e’*. Tout nombre complexe z peut donc s'écrire
z=|zle*, (4.4)

expression appelée forme exponentielle de z. Et comme pour la forme trigonométrique, on n’'a clairement pas
unicité de la forme exponentielle.

4.1 Formules d’Euler et théoreme de de Moivre

Proposition 4.1 (Formules d’Euler). Pour touta € R, on a

e(xi + e—(xi
cos(a) = T; (4.5)
e(xi _ e—(xi
sin(q) = ——. (4.6)
21
Démonstration. Exercice. O

Les formules d’Euler sont trés importantes : elles interviennent dans la linéarisation et la duplication. Le résultat
central qui illustre ce lien est I'identité de de Moivre (1667-1754) :

Théoreme 4.1 (de Moivre). PourtoutaeRetneZ, ona

cos(na) + isin(na) = (cos(a) + i sin())"”. 4.7)
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Démonstration. Exercice. O
On rappelle la formule du bin6me de Newton qui sert a retrouver des identités remarquables.
Théoréme 4.2 (Formule du bindéme de Newton). Soient (z;,z2) €eCetneN. Ona
" (n
(z1+2)" =Y |, |ekal 7k (4.8)
i=o\k
avec () le coefficient binomial défini par
n n! n
=—, n!:= B 4.9
k|~ K-k H I (4.9)

4.2 Racines n-emes d’'un nombre complexe

Définition 4.2 (racine n-eme d'un nombre complexe). Soient z € C et n € N;. On dit que § € C est une racine

n-éme de z si, et seulement si

&=z

(4.10)

Proposition 4.2 (Caractérisation des racines n-emes). Les racines n-emes de z sont au nombre de n et, dans le
plan complexe, toutes divisées par l'une d’elles, sont les sommets du polygone régulier a n cotés inscrit dans le cercle

trigonométrique et dont un des sommets est 1. Explicitement, on a

1 Arg(z)+2kn i

Vke{0,...,n—=1}, &p:=|z|ne =

Démonstration. Exercice.

Imaginaire Imaginaire
A
12 1.2
B e a, =1
T er -
- .
081 S 0.8
0,6 06
0.4+ . 0,4
021 ! / 0,2 :
= i1 . ‘1
© Réel * ; + + ¢ ! +
-1,2 =1 —0,8 —0,6 —04 —0,2 D2 04 06 08 1 12 -1,2 -1 -08 —0,6/-0.4 —0,2 02 04 06 DB 1,2
| —0,2 1 . \ ~0,2
—0,4 1 —0.4
—0,6 1 —0.6
—-0,8 > —0,8
-
=,
~1+ e '
L2t —1.2
Y
Racines carrées de l'unité Racines cubiques de I'unité

(4.11)

Reel
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ITmaginaire Imaginaire
Y Y
1.2+ 1.2+
i !
S e B e 1
- T "__,_.- .
0,81 081
: amy |
064 23 064 -
0,41 0,41
‘ 02+ ! : 02+
—1) ! i B!
¢ Reéel t Reéel
-1,2 =1~ -08 —0,6 —04 —0,2 02 04 06 08 .71 1,2 -1,2 =1 —0,8 —0,6 —04 —0,2 02 04 06 08 /1 1,2
+ \ 021 y + 0,21
—041 y —041
—0,6 or & —0,6
X S es! .
0,81 e —0.84
ey """—'l-—""'.-”_*f
=1 es
-1.2 =12
Y Y
Racines quatriémes de I'unité Racines cinquiémes de I'unité
Imaginaire Imaginaire
A
1,2 1.2
=i
s . T e T et T
eT“.--" ""-,‘GT‘ . — T 2,
08t N 08 a?
0.6 — 0.6
' I’.’Ti
041 ¥ 04
; 0.2+ / 0,2
-1 i 1 ! N
< Reel t Réel
—-1,2 =1 —0,8 —0,6 —0,4 —0,2 02 04 06 08 1 1,2 -1,2 -1 -08 —0,6 —0.4 0.2 02 04 06 08 A 12
| —021 | -02 !
—pat 3 —0,4
—0,6 1 groa —06
. - +— Ll
N 0.8 . . 0.8 ) - fE
e . es or =l
e
2+ =12
Y
Racines sixiemes de 'unité Racines septiémes de 'unité

Définition 4.3 (Suite arithmétique). On dit qu'une suite (U,),en de nombres complexes est dite arithmétique si,
et seulement si, il existe r € C appelé raison de la suite et tel que

Vn=0, Up1=U,+r, 4.12)

ou de facon équivalente

Vn=0, U,=Up+nr (4.13)

Définition 4.4 (Suite géométrique). On dit qu'une suite (V) ,en de nombres complexes est dite géométrique si, et
seulement si, il existe g € C appelé raison de la suite et tel que

VYn=0, V1 =qVn, (4.14)

ou de fagcon équivalente

Vn=0, V,=Voq" (4.15)
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Proposition 4.3 (Sommes des termes de suites arithmétique et géométrique). Pour toutneN, ona

n U() + Un
Y Up=—7—([n+1); (4.16)
=0 2
n 1-— qn+1
Vi=Vo———. (4.17)
k=0 l-q
Démonstration. Exercice. m|

Proposition 4.4 (Somme des racines n-emes). La somme des racines n-émes de z est nulle :
n-1
Y & =0. (4.18)
k=0

Démonstration. Exercice. m|

Proposition 4.5 (Produit des racines n-emes). Le produit des racines n-émes de z est donné par
n-1
[1&=2-1"". (4.19)
k=0

Démonstration. Exercice. O
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Cartes mentales et formulaire de trigonométrie

(" Carte mentale )
\aemenae

Toutes les mesures d'angles et d’arguments

[ Un argument de z # 0 est
arg(z)=a= (1-;, @1’)

Le module de z est W

sont données a un multiple de 27 preés.
lzl=OM=vVx2 +y? J L

Dans un repére orthonormé direct (O; 1, 0 ),

l

X . y
cos(a) = EE sin(a) = 7l

on associe a tout point M(x; y)
le nombre complexe z=x + iy

( y

zXz= |z} ;AB=|z,— 2z,

arg(zxz' ) = arg(z] 4F arg(z’)

arg (%) = arg(z) - arg(z’)

Iz x 2| =2 % || ; |i| _l sz 20 NOMBRES COMPLEXES : o\ L
2|7 I POINT DE VUE GEOMETRIQUE (AB ; AC) = arg (22
ZB ZA
L ‘ y
Forme trigonométrique : cos(a) = % Forme exponentielle :
Pour tout z # 0, i Pour tout z # 0,
z=z|(cos(a) +isin(a)) sin(a) = % z=|zle*
L [ cos(na) +i sin(na) = (cos (a)+i sin(a))" )Q

(Carte mentale )

Ensemble C

NOMBRES COMPLEXES :
POINT DE VUE
ALGEBRIQUE

Equations
polynomiales
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Prolongement Formule du bindme :
> des propriétés n_y n) .
de calcul de R ) ;; (k e

2=—1etzeC
= il existe deux uniques
réels a et b tels que
z=a+ib

Forme algébrique
d’un quotient de
nombres complexes

Conjugué d’'un nombre
complexe:z=a—ib

.
Equation az* + bz + ¢ =0, les racines sont
_bi—m 5i A=b2—4hac < 0
a

p
Factorisation d’un polynéme par

(z— a) lorsque « est une racine

|




TRIGONOMETRIE

Unités de mesures d’angles

90

Conversion :
Xy
180 7

180

degrés

radians

NB : 0’ et 0 sont deux mesures en radian du méme secteur angulaire < 0’ =0 +2kn avec k€ Z.

Fonctions trigonométriques et projections

Dans un repére orthonormé (O, 17, f), si ||W|I =Ret (7, W/D =0 alors:

— les coordonnées de M sont x; = Rcos0 et ypr = Rsin0; Rsin@p-------------
in0 l
— tanf = o est la pente de la droite (OM). ® ‘
cos0 ;
En particulier si R = 1, d’apres Pythagore : 0 l
cos?0 +sin’0 =1 0 Rcos6
Cercle trigonométrique (R = 1), périodicité, symétries
/. 0+— g -0
'9””0 O
sin -0,/ | 0 | W
E AN -0 |
0T
2
Pour toutke Z: cos(—0) = cosf (parité) cos (6 + g) =—sinf
cos(0 +2km) = cosO sin(-0) = -sinf (1‘mpar1.tei) sin (0 + g) = cos0
sin(@ + 2km) = sin@ tan(—60) = —tanf (imparité) :
cos(@—g) = sin6
cos(m—60) = —cosb sin(@—z) = —cosB
On aaussi: . . 2
sin(m—0)= sin® T
cos(——@) = sinf
tan(0 + k) = tan0 cos(f £ m) = —cosO 2
7T
sin(@ £ ) = —sinf sin(E—B) = cos0

En on déduit aussi (faire un dessin) :
— cos0' =cosh < 0'=0+2knoub =-0+2km, avec ke Z.
— sinf’ =sinf < 0' =0 +2kroud' =n—0+2kn, avec ke Z.
— tanf' =tanf < 0' =0+ kn,aveckeZ.




Valeurs remarquables

] i
V3 3
2o ‘ n
vl o/ N ¢ T i1 i1 i1
> ‘ ‘ 0 0 — — - -
| | Z 6 4 3 2
L SRS
2 | | ! 3 2 1
O 2 2 2
A 1 2 3
1 L sin® 0 - £ £ 1
— . 2 2 2
1 V2 V3
2 2 2
NB : Bien d’autres valeurs s’en déduisent par symétrie.
51 b4 S5m b4 b4 3
Par exemple — = 7 — — (faire un dessin) donc cos — = cos (Jr - —) =—CcoS— = —£.
6 6 6 6 6 2
Graphes et dérivées
1
_n ﬁ\ . : : :
_r T 1 1 l
\_/ 2 2 \/ | | |
- s l l l
/ . | | |
(cosx) =—sinx } } }
3 o 3
i T T 3
T2 2 2
o l l g
7 l l l
N\, 3 : : |
- r 4 l l l
E \_— | | I
,,,,,,,, e EE
(sinx) =cosx (tanx) =1+tan’x = —;
C0S* X

Quelques formules (parmi beaucoup d’autres...)

Formules d’addition :

cos(a+b) =cosacosb-sinasinb

sin(a+ b) =sina cosb+cosasinb

En prenant a = b on obtient les formules de duplication :
cos(2a) = cos® a—sin’ a
sin(2a) = 2sina cosa
En combinant la formule pour cos2a avec Pythagore (cos2 a+sin®a= 1) on peut en démontrer de nouvelles :
cos2a=2cos’a—1 cos2a=1-2sin’a

a s . L s
En posant ¢ = 5, ces dernieres formules peuvent aussi se ré-ecrire :

t
1—cost=251n2§

t
1+cost=2coszz
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