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1 Théoreme de la bijection monotone

Soit I < R un intervalle, c’est-a-dire un sous-ensemble de la droite réelle d'une des formes : [a, b],
la,bl, 1a,b], 1a,bl, [a,+o0l, ]a,+oo[, ] —oc0,al,] —oo,al avec a e R, be R tels que a < b. Soit f: 1 — R
une fonction continue et strictement monotone :

1. Continuité :

Vxpel Ve>0 36>0, Vxel, (lx—xol<d=1f(x)— f(x0)| <¢). 1)

Autrement dit, pour toute suite (x,) ;>0 € N telle que xp, noEpo Xp, ona f(xp) notpo f(x0).
2. Stricte monotonie : stricte croissance

Vi, y)el?, (x<y== f(x)<fO) 2)
ou stricte décroissance
Vi, e, (x<y= f(x)>fy). 3

Théoréme 1 (de la bijection monotone). Pour tout réel y strictement compris entre les limites de f
aux bornes del, il existe un unique x €1 tel que f(x) = y, autrement dit l'équation f(x) = y admet une
unique solution dans 1 : f réalise une bijection strictement monotone del sur son image] := f(I) :=
{f(x), xel}. Entermes de quantificateurs :

Vye] 3dxel, fx)=y. (4)
Ce qui veut dire que x s'écrit comme fonction de y et on note x = f~1(y). On définit l'application
il 1—1 (5)
y—x=f"
appelée bijection réciproque de f entre les intervalles] et] et telle que
vxel, flof:=f"(f)=x 6)

vyel, fof'm=ff o=y
De plus, f ~1 nérite, entre autres, de la stricte monotonie de f.
Remarque 1. Ne pas confondre la bijection réciproque avec l'image réciproque!
Théoréme 2 (Bijection monotone dérivable). Si f est "dérivable surl" et strictement monotone, alors

f~Yestdérivable surD:={ye], f'(f7'(y)#0}et

VyeD, (fHwm= (7)

1
o

En particulier, si f' ne sannule jamais, f~' est dérivable sur].
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2 FONCTION HYPERBOLIQUES ET LEURS RECIPROQUES

2 Fonctions hyperboliques

Soient

— Z:={f :R— R} le R-espace vectoriel des fonctions réelles;

— P:={feF: VxeR, f[f(—x)=f(x)}lesous-espace vectoriel des fonctions paires;

— S ={feF: VxeR, f(-x)=-f(x)}lesous-espace vectoriel desfonctionsimpaires.
Ona%F =2+ 7 et?nS ={0z}:ondit que les deux sous-espaces vectoriels sont en somme directe,
autrement dit toute fonction réelle f s’exprime de facon unique comme la somme d’une fonction
paire et d'une fonction impaire :

f(x)+f(—x))+(f(x)—f(—x))'

2 2 ®

fo=(

2.1 Définitions

Définition 1 (cosinus hyperbolique). On appelle cosinus hyperbolique la partie paire de l'application
exponentielle :

ch: R—R ©)

eft+e™*

X —

Définition 2 (sinus hyperbolique). On appelle sinus hyperbolique la partie impaire de l'application
exponentielle :

sh: R—R (10)
X _ =X

X —

Définition 3 (tangente hyperbolique). On appelle tangente hyperbolique l'analogue de la tangente
classique:

th: R—R (11)
. sh(x)
ch(x)

2.2 Trigonométrie hyperbolique

Comme avec les fonctions de la trigonométrie classique, avec les fonctions hyperboliques, on a une
relation fondamentale, des formules d’addition, des formules d’angle double, des formules du demi-
angle, des formules pour les sommes, différences et produit, etc.
Théoréme 3 (relation fondamentale de la trigonométrie hyperbolique).

VxeR, ch?(x)-sh?(x)=1. (12)
Théoréme 4 (formule De Moivre hyperbolique).

VxeR VnelN, (ch(x)+sh(x)"=ch(nx)+sh(nx). (13)
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Théoréme 5 (formules d’addition hyperbolique). Pour tout (a, b) € R2, on a
ch(a + b) =ch(a)ch(b) + sh(a)sh(b); (14)
ch(a - b) =ch(a)ch(b) —sh(a)sh(b); (15)
sh(a + b) = ch(a)sh(b) + sh(a)ch(b); (16)
sh(a + b) = ch(a)sh(b) — sh(a)ch(b); 17
th(a) + th(b)
th h)y=———; 18
@+ ) = th@th() (18)
th(a) —th(b)
thia-b)= ————. 19
(@= ) = T th@)th(b) (19)
Théoréme 6 (formules de I'angle double). Pour toutx € R, on a
ch(2x) = ch?(x) + sh?(x) = 2ch?(x) — 1 = 2sh?(x) + 1; (20)
sh(2x) = 2sh(x)ch(x); 2D
2th(x)
thx) = ———. (22)
1+ th?(x)
Théoréme 7 (formules du demi-angle). Pour toutxeR, ona
1 h(2
ch?(x) = +CT”); (23)
h(2x) -1
sh?(x) = %; (24)
sh(2x) ch(2x)-1
th(x) = = 25
) = T reh@n ~ shew (23)
En posant t = th(g), ona
1412
h(x) = —— 26
ch(x) - (26)
2t
h(x) = ; 2
sh(x) 2 27)
2t
hx) = ——. 2
th(x) = — ) (28)
Théoréme 8 (formules de somme, différence et produit). Pour tout (a,b) € R2, ona
ch(a) +ch(b) = 2ch(%b)ch(%b); 29)
ch(a) - ch(b) = 2sh( a; Dy sh( “; b, 30)
sh(a) + sh(b) =2sh(azb)ch(%b); @31)
b -b
sh(a) —sh(b) = 2ch(a; )sh(aT); (32)
sh(a+ b)
th th(b) = ——; 33
(@) +th(b) = ehb) (33)
sh(a—-b)
th(a) —-th(b) = —. 34
(@) = th(b) = @ ehb) (54)
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4 FONCTION HYPERBOLIQUES ET LEURS RECIPROQUES

2.3 Dérivées des fonctions hyperboliques et analyse

Par construction, les fonction hyperboliques sont indéfiniment différentiables (elles sont "analytiques").
De plus, on a pour tout x € R,

ch/(x) = sh(x); (35)
sh’(x) = ch(x); (36)

th'(x) = 1-th?(x) =

. 37
ch?(x) GD

On en déduit que
— ch est strictement décroissante sur | —oo, 0], strictement croissante sur [0, +oo[, pour tout x € R,
ch(x) =ch(0) =1 etlimy_ _o ch(x) =limy_ .o ch(x) = +o0;
— sh est strictement croissante sur R, lim,_. _o,sh(x) = —oo et lim_.; oo Sh(x) = +00;
— th est strictement croissante sur R, lim,_. o, th(x) = —1 etlim,_., o th(x) = 1.

3 Réciproques des fonctions hyperboliques

D’apres le théoreme de la bijection monotone,
— ch réalise une bijection strictement croissante entre [0,+oo[ et [1,+oc0[ et sa bijection réci-
proque est appelée argument cosinus hyperbolique et notée argch : [1, +oco[— [0, +oo[;
— sh réalise une bijection strictement croissante entre R et R et sa bijection réciproque est appe-
lée argument sinus hyperbolique et notée argsh: R — R;
— th réalise une bijection strictement croissante entre R et ] — 1, 1[ et sa bijection réciproque est
appelée argument tangente hyperbolique et notée argth: R —] -1, 1[.
De plus, ces bijections sont dérivables et on a

1

Vy>1, argch'(y)= = ; (38)
Y gy sh(argch(y)) y2—1

VyeR, argsh'(y)= ! L. (39)
1 1

VyeR, argth'(y)= (40)

1-th%(argth(y)) 1-)2
Quant aux expressions explicites de ces bijections, elles sont obtenues en résolvant, pour chaque y,
les équations

ch(x) = y; (41)
sh(x) = y; (42)
th(x)=y. (43)

3.1 chx)=y

Cette équation est équivalente a e** —2ye* + 1 = 0. En posant, X = e* > 0, on est amené a analyser les
racines du polynome du second degré X>—2yX+1asavoirX; = y— /32 —1etX, = y+1/y2 - 1.Vuque
y € [1,+00[ et argch n’est pas bornée, X, est la racine recherchée et donc argch(y) =In(y + /y? - 1).

3.2 sh(x)=y
Exercice...
3.3 th(x)=y
Exercice...
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