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Avec documents de cours et TD. Sans calculatrice

Exercice 1

Image 1. Image 2

Soit By = {—1,+1}*. Un vecteur colonne z = (1, &3, x3,24)" de Ej est interprété comme
une image de 4 pixels noirs ou blancs, avec z; = +1 pour un pixel noir et z; = —1 pour un pixel
blanc, ces pixels étant lus dans 1’ordre de gauche a droite et de haut en bas. Par exemple, les
images (1) et (2) ci-dessus correspondent aux vecteurs z! et x? respectifs suivants :
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Soit X = (z',2%) € My2({—1,+1}) la matrice 4 ligned et 2 colonnes formée des vecteurs
colonnes z' et z°. On définit la fonction ech de R dans {—1,+1} de la fagon suivante :

' +1siz>0,
eCh(é)z{ 1siz<0.

On définit alors Papplication Ech de R* dans {—1,+1} par (Ech (z)), = ech (2;), i =1,...,4.

1. Calculez les matrices L = X X7 et N = XTX. Quelle est I'interprétation de N en termes
de produits scalaires 7

2. Soit Fy, application de E4 dans lui-méme définie par Fy, (z) = Ech (Lz). Calculez Fy, (z')
et Fy (z%). Que remarquez vous ?

3. Déterminez tous les points fixes de Fj.

Exercice 2

Soit X : R->My;i (R), t — X (t) = (x(? ), soit f: Ma1(R) = My (R), X =

y ()
< z ) — ( g E§§ > = < 2y2i:_c22iyy2 ) et soit le systeme différentiel non-linéaire :
X(t)=f(X@). (1)

1. Déterminez les points d’équilibre de (1), i.e. les points X tels que f(Xo) = 0. Que
représentent les fonctions constantes X (t) = Xy pour (1) ?



2. On admet que le portrait de phase du systéme différentiel (1) au voisinage de chacun des
points d’équilibre X, précédents est approximé par celui de Y (¢) = AY (¢) ou Y (t) =

an f
X(@t)—Xoet A= Js(Xo) = ( {ij Eiﬁ; LA E§Z§ ) est la matrice jacobienne de f au

. ay
point Xj.

(a) Déterminez les parametres 7, § et A étudiés en cours pour chacun des points d’équilibre
X précédents.

(b) En déduire dans chaque cas la nature du portrait de phase du systéme (1) au voisiange
de X().

Exercice 3
Soient les fonctions causales

fio={

1-tsi0<t<1 () = t?si0<t<1
0 sinon. ’ I\ =13 0 sinon.

et soit ¢ : R* > R, (s,t) — f(t—5)g(s)
1. Représentez graphiquement le domaine D C R? oti ¢ ne s’annule pas.

2. Calculez le produit de convolution (f * g) (¢).

Exercice 4
Soit le systeme différentiel

zt)=x@)+y(t)+2() z (0)
y) =y () +=(¢) , y(0) = (2)
z2(t) =z (t) z(0)

de la forme X (t) = AX (t), X (0) = X,.

1. A laide de la transformation de Laplace £, transformez le systéme (2) en un systéme

algébrique B (p) X (p) = Xy, out X (p) = L (X (t)) Pon précisera la matrices B (p) carrée
d’ordre 3.

2. Calculez B (p)~". En déduire X (p).

3. Déterminez Poriginal X (t) = L1 (X' (p)) solution de (2).



