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Systémes dynamiques — Controle continu n°1
Durée : 1h20
Avec documents de cours et TD. Sans calculatrice

Exercice 1
Soit la matrice

0
A=l0 1 0
1

1. (1.5 pts) Soit le vecteur collone W = ( -1 0 1 )T. Calculez AW. Que peut-on en
déduire ?

2. (4 pts) Déterminez les valeurs propres de A. Pour chacune d’elle, déterminez une base du
sous-espace propre associé. La matrice A est-elle diagonalisable ?

3. (2 pts) Explicitez les coefficients de A™ en fonction de n.

4. (1.5 pts) Résoudre le systéme récurrent

Untl = —Up + 2wy
Un+1 = Un (1)
Wnt1 = Up +VUp — Wy

5. (1.5 pts) Déterminez la solution particulire de (1) telle que ug = 2, v9 = 0, wy = 1.
Quelle est sa limite quand n tend vers 'infini ?

6. (5 pts) Résoudre le systéme différentiel

& (t) = —y (t) + 22 (t) + 2exp(t)
y(t)=y() (2)
2(t) =z () +y(t) - z(t) +exp(t)

7. (0.5 pt) Déterminez la solution particuliere de (2) satisfaisant les conditions initiales
z(0)=2, y(0)=0, z2(0) = 1.

Exercice 2

Le taux proportionnel 7', relié au taux mensuel ¢ par t = %, est celui retenu couramment lors
des négociations entre le préteur et 'emprunteur. Mais pour le contrat, la loi impose le calcul
d’un taux effectif global R couramment appelé TEG (ou taux actuariel). I est plus proche de

la réalité dans le sens ou le taux mensuel r associé est donné par
(1+r)2 =R

De plus, il tient compte des frais de dossier F' payés dés le premier déblocage par 'emprunteur
et de ’échelonnement éventuel des sommes empruntées. Pour fixer les idées, supposons que la
somme empruntée M pour une durée de n mois soit débloquée en deux fois, une partie M; a
Pinstant initial et I’autre partie M, au bout de p mois (p < n). A la fin des remboursements,
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ie. ala fin du n®™ mois, le bilan entre d’une part les sommes empruntées M, M, et d’autre
part les n mensualités constantes a versées augmentées des frais de dossier F est de la forme :

n
M1Xd1+vM2Xd2=FXCO+ZaXCk (3)
k=1
ou di,ds,cp,ci,...,c, sont des coefficients de valorisation 4 la fin du n*™¢ mois des sommes
associées dans (3).
1. (3 pts) A Taide de quelques explications, déterminez d;, ds, ¢, c1, . - ., ¢, en fonction de 7, p

et n.

2. (1 pt) En déduir a en fonction de My, Ms, F,n,p, R.



Rappels de cours

Solution particuliére
Soit P’équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants suivante, avec a # 0 :

ay’ + by +cy = f(z) (4)
et soit I’équation caractéristiques associée :
ar’ +br +c=0. (5)

Une solution particuliére y, peut étre cherchée, selon la forme de f, sous la forme donnée
dans le tableau ci-dessous. Dans ce tableau, P (z) est un polynoéme, w, o, 3 et k sont des nombres

réels, @ (z) est un polyndme de méme degré que P (z) & déterminer et A, B sont des constantes
réelles & déterminer.

Second membre f () Solution particuliére y, (z)
f(x)=k = cste Y l2) = A = gdle
¥ (z) = Q (2) si c# 0,
Fla)= Pig) Yp (@) =2Q (x) sic=0etb#0,

yp (z)=22Q (z) sic=b=0.

([ yp (2) = Aexp (kz)
si k pas racine de (5) : k #ry, k # 7y,
Yy, (z) = Az exp (kz)
si k racine simple de (5)
Yy, (2) = Az® exp (kz)
si k racine double de (5) : 1= ro= k.

f (2) = arexp (kz)

>

Yp (z) = Acos (wz) +B sin (wz)
. . si iw pas racine de (5)
f (@)= ocos (we) +fsin (we) Yp () = z (Acos (wz) + Bsin (wz))
si tw racine de (5)

(v, (z)=Q (z) exp (kz)

si k pas racine de (5) : k # 1,k # 7y,
yp () = 2Q () exp (kz)

si k racine simple de (5) : r1# 1y, kK =1, ou g,
Yp (z) = 22Q () exp (kz)

si k racine double de (5) : ri=ry=k.
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. si k + tw pas racine de
(i} = ot Wl eeislfpats) <~ B i [ ﬁ o (2= rexp ?kac) (A cos (wz) + Bsin (wz))
\ si k + iw racine de (5)

Formule de la comatrice

Soit P € M, (K) inversible. On a P! = CZI;((};))T ou com(P) € M, (K) est défini par

com(P) = ((—1)’” Ai,j), A; ; étant le déterminant d’ordre n — 1 de la matrice carrée obtenue

a partir de P par suppression de la i*™¢ ligne et de la j*™¢ colonne.

Relations entre une matrice carrée A € M,, (K) et ses valeurs propres Aj,..., A\,
(avec égalités éventuelles)

det (A) =[] M, tr (A) =D X
k=1 k=1



