Mathématiques, Ell ISTIA 2013-2014

CC3, Base d’algébre, Le 16 janvier 2014

Durée : 1120

Tous les documents sont interdits, ainsi que les calculatrices et téléphones portables.

Exercice 1. On considére la matrice L = 0 —1

1. A laide du déterminant montrer que L est inversible. Caleuler L ! par la méthode de la
comatrice.
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9 Utiliser la méthode de Cramer pour résoudre le systéme LX = | b
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Exercice 2. Considérons la matrice A = {1 3 1
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1. Rappeler la definition d'un sous-espace vectoriel. des valeurs propres et des sous-espaces
propres d’une matrice carrée. Expliquer pourquoi un sous-espace propre est Uil SOUS-ESpace
vectoriel.

9. Montrer que le polynome caractéristique de A est ~(A% — 5A? + 4}). Diagonaliser la
matrice A (en classant, de préférence, les valeurs propres dans lordre croissant). Calceuler 6A"
pour n un entier quelconque.

3. Soit 1, un vecteur quelconque en dimension 3. On définit une suite 1, de vecteurs par la
relation 1, = Ati,_;. Donner une relation entre u, et {iy. Calenler 1,. Lorsque tip = —€ (ol
&, est le premier vecteur de la base canonique), que vaut G, Uy puis e O
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Exercice 3. Soit 3= |0 1 0} Déterminer si B est diagonalisable et justier vos arguments.
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Utiliser le theoreme de Cayvley-Hamilton pour caleuler e,
Exercice 4. Soit f:R? — RB? l'application linéaire qui est la rotation d’angle /2.

1 Déterminer la matrice M de [ en caleulant f(€) et f(&,). Montrer que M satisfait la
relation A/~ = M.
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2. Expliquer géomélriguement pourquol M n'est pas diagonalisable sur R*.

(question bonus) Montrer que M est diagonalisable si Von accepte des valewrs/ veeteurs
propres complexes.

3. Traiter le méme exercice avee une matrice de rotation d'angle ¢ quelconque.



